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Introduktion:

En ellips dr en geometrisk cirkel-liknande form vilket kan bli skapad pa olika sétt. Vi ska visa
nagra olika sitt som man kan skapa en ellips pd och visa med hjélp av matematiken varfor de
skapar samma form. Var klass har samarbetat genom svérigheter och kommit fram med

intressanta resultat om ellipser.

Samarbete och Utmaningar:

Det allra forsta vi gjorde var att som klass hjdrnstorma om vad vi redan visste om Ellipser.
Det visade sig att vi hade delade asikter om vad en ellips ér, t.ex trodde vi att en oval dr en

ellips men sa maste inte fallet vara. En ellips ar ett specialfall av en oval.

Vi delade in oss 1 fem grupper om fyra dér varje grupp fick pabodrja en egen undersékning om
ellipser for att f4 en delad och korrekt uppfattning om vad ellipser dr. Alla grupperna skrev
sen i samma dokument sa att informationen skulle vara samlad. Detta kom vi fram till om

ellipsens egenskaper:

5 Denna ellipsen ér ritad med Geogebra och vi
har valt att anvdnda detta programmet for att
det tydligt visar ellipsens olika egenskaper.

Punkterna A och B ér ellipsens brannpunkter

och det sammanlagda avstandet fran dem, till

ellipsens kant ar alltid konstant.

Brannpunkterna kan ocksé kallas foci. Pa
denna bilden ser vi ocksé symmetriaxlarna
(linjerna som skar ellipsens mittpunkt pa x och y axlarna). Dessa finns i alla ellipser och delar
in ellipsen 1 fyra kongruenta (lika) delar. De skér varandra vinkelritt och kallas storaxeln och

lillaxeln.

En ellips har ocksa ett virde som kallas for excentricitet. Det kan vara mellan 0 och 1
beroende pé hur nira en cirkel den dr. Om excentriciteten dr 0 sa ar ellipsen en cirkel och om
den &r 1 sa ar den en parabol. Man kan sdga att excentriciteten dr hur utdragen ellipsen ar pa

en skala mellan 0 och 1.



Ellipser kan vara mycket anvindbara inom bland annat
optik, eftersom om en ljusstrale gar genom den ena
brannpunkten, s& kommer ellipsen alltid reflektera den

till den andra brinnpunkten oavsett vinkeln.

Sa hér valde de olika grupperna att samarbeta och 16sa

problem:

Grupp 1: Efter var undersokning valde vi tradmetoden for att
rita en ellips. Vi tyckte den var mest intressant och enkel att
utfora i1 klassrummet. Vi fick tag i 2 nalar och ett snore, sedan
satte vi fast ndlarna pé en platt yta och band ihop snoret runt
ndlarna. Vi satte en penna innanfor sndret och drog den ut och

runt sé att en ellips bildades.

Vi hade svart med att forstd att ellipsens form paverkas av hur .. ..
nira nalarna &r till varandra och vi borjade med att sitta dem b

ytterst ndra sa att ellipsen nédstan blev helt cirkelformad. Efter en ’ 2
del tinkande och forskning forstod vi att nalarna &r ellipsens
brannpunkter. Ju ldngre ifrdn varandra vi flyttar ndlarna

(brannpunkter) desto mer avlang blir ellipsen och vért problem

var 16st.

Grupp 2: Nir vi tagit reda pd vad en ellips dr och dess egenskaper dvergick vi till att ta reda
pa hur man kan skapa en ellips. Vi hittade flera olika metoder men vi fastnade speciellt for
en, trddmetoden. Se grupp 1 for hur vi gjorde. Dock hade vi problem med att f4 nalarna att

sitta stabilt och inte ramla.

Vi l6ste detta problemet genom att halla ordentligt i nalarna
medan en av oss ritade och sa anvinde vi ett av vara datorfodral,
for de ar stoppade med skumgummi och dar kunde nélarna sitta

bra och stabilt. Tillsammans I6ste vi vart problem och kunde

komma fram till att tradmetoden fungerar.



Grupp 3: Vi sag att grupp 4 gjorde en modell av Archimedes Trammel. Vi blev véldigt
inspirerade och bestimde oss for att ocksd gora en enklare variant av den som gick att
tillverka i klassrummet. Vi hittade Tusi-paret som utgdr fran en
cirkel med en mindre cirkel, med hélften av diametern av den
stora, som rullar langs den storre cirkelns kant inuti. Vi bestimde
oss for att anvinda en penna, ett grillspett av trd, tva piprensare, ett
lock och en tejprulle. Har hade vi stora problem att hitta en yttre

cirkel som hade ganska exakt dubbelt sa stor diameter som vér inre

cirkel, tejprullen, men tillslut fick vi ett lock fran skolans kdk som
var perfekt. Vi satte ihop delarna med hjilp av sméltlim fran en

limpistol.

Nir vi hade satt ihop alla delarna och testade den insag vi att

den var ytterst svar att anvénda. Pinnan vred sig sa att pennan

var ostabil. Vi satt hiaftmassa pa den och det fungerade bra.
Sedan mairkte vi att inre cirkeln gled létt ivdg nér den inte skulle
det. Efter fler forsok testade vi att sdtta haftmassa runt den inre cirkelns kant for att hoja
friktionen, eftersom héftmassan for en kort tid fastnar i den yttre cirkelns vigg. Vi testade och
det visade sig att detta var problemets 16sning och efter lite i

ovning med maskinen fungerar den jéttebra att rita ellipser med.
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Grupp 4: Vi kom pé att vi hade sett ett klipp pa Tiktok om en
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enkel maskin som kan rita ellipser. Vi visste att vi skulle ha med

ett intressant objekt i vér presentation sa vi borjade genast googla

om den och ta reda pa hur den fungerar. Det visade sig att den

heter “Trammel of Archimedes” och fungerar sa att nér flera

punkter ror sig pd raka linjer i synk bildas en ellips.

Nar vi forstatt grunderna, hur den fungerar och olika delar i
Archimedes Trammel samspelar borjade vi skissa. Vi
bestimde att det skulle vara lattast att gora den av trd plastror
och metall. Vi visste inte riktigt hur vi skulle gora

proportionerna mellan de olika delarna och var forsta forsok

skapade ingen tydlig ellips. Tillslut kom vi fram till en bra

skiss som hade alla forutsittningar for att gora en tydlig



ellips. Vi tyckte att detta var ett bra och effektivt samarbete som ledde till ett positivt och

lyckat resultat.
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Vi har testat denna metod med hjélp av en genomskinlig kon
och ett papper. Sedan klippte vi klippt ut ett ellipsformat hal i pappret, vilket vi trddde pa

konen. Med en speciell lutning pa pappret mérkte vi att formen passade perfekt pa konen.

Vi kom ocksé att tinka p4 om man kan skriva en ekvation till en ellips och bdrjade genast
undersoka det. Vi kom fram till att det nog var mdjligt sd vi forsokte lista ut vilka matt vi
skulle anvédnda. Detta var svart for precis som andra geometriska former kan ellipser ha
manga olika matt. Men vi l0ste utmaningen vi stéllts infér genom att tinka igenom vilka matt
vi har och sen vilka métt som var nddvéndiga och vilka vi kunde strunta 1 just till den

utrdkningen.

Resultat:

Efter att ha gétt igenom alla gruppernas undersékningar bestdmde vi oss for att visa varfor 3
av dessa metoder skapar samma geometriska form, en ellips. Vi borjar med den enklaste

metoden och gick sakta till svarare.
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Tradmetoden:

Som man ser ovanfor i texten, s har 2 grupper anvént
denna metod och vi kommer att anvinda denna metod
som en definition for en ellips nér vi bevisar de andra

metoderna. Var definition ar “En form dr en ellips om



man kan placera tva brannpunkter, sd att man ddrefter kan vilja vilken punkt som helst pd

kanten av formen, sd att summan av ldngden fran den ena brinnpunkten till punkten pd

kanten, och lingden fran den andra brdnnpunkten till punkten pa kanten, alltid dr samma.’

Triadmetoden och ellipsens ekvation:

Med digitala verktyg som till exempel Geogebra sa
kan man rita cirklar med hjélp av cirkelns ekvation.
For att en punkt med

koordinaterna (x,y) ska ligga pa kanten av en

cirkel som har radien » och mittpunkt 1 origo

sa maste foljande ekvationen stimma:

X+ y2= r° . Vi kan fa den hir formeln genom att

anvinda Pythagoras sats. Sa om vi vill rita en cirkel
) . C .2 2 2
med radie 5 sd kan vi skrivainx +y =5 .

Kan vi skriva en liknande ekvation for en ellips?

’

(x,y)
,
y

(0,0)

o

Genom att anvédnda var kunskap frén tradmetoden och vér definition kan vi visa att ellipsens

2 2

ekvation &r = + % = 1, dér a dr langden av storaxeln,och b dr langden av lillaxeln och

a
mittpunkten sitter i origo.

Appendix 1 visar hur vi kom fram till formeln.

Denna formel &r ellipsens
ekvation. Detta betyder att
punkten (x,y) dr pa kanten 8
av en ellips med den @
storaxeln a och den
lillaxeln . Om vi t.ex vill
rita en ellips med storaxeln

GeoGebra Calculator Suite

AJ Graphing ~

i SIGNIN

e

3 och den lillaxeln 5, sa

kan vi skriva in

2 2
X

= + % = 11 Geogebra.

Om a = b sd blir formeln
xz 2 a2
-+ % = 1eller

a a




2 2 2 ) : .
X + Yy = a som ir samma som cirkelns ekvation.
Detta &r rimligt eftersom en cirkel &r en ellips dér bada

axlarna ér lika langa.

Skira en kon:
Man kan skapa en ellips genom att skira ett

tvadimensionellt plan genom en kon med en vinkel.

Snitt ytan pa konen kommer dé att ha formen av en

ellips. Detta kallas for en konisk sektion.

Vi ska nu visa varfor en ellips kan skapas pé detta séitt genom att anvénda definitionen som vi

skapade fran trddmetoden.

Vi borjar med att placera tva klot 1 konen (vi kallar dem for G1
och G2), G1 &r over planet som skir konen och G2 dr under. G1
tangerar planet i punkten F1 och G2 tangerar planet i punkten F2
(tangera betyder att ett plan eller rit linje ror en kurva eller kurvad
yta 1 endast en punkt). G1 ror konen i en cirkel som vi kallar f6r
k1 och G2 ror vid konen i en cirkel som vi kallar k2. Punkten S ar
spetsen pa konen och punkten P dr en godtycklig punkt pa
snittytans kant. Punkten P1 ar en punkt som ligger pé
skdrningspunkten mellan cirkeln k1 och linjen SP och punkten P2

ar en punkt som ligger pa skiarningspunkten mellan cirkeln k2 och

linjen SP.

Om tva strackor som tangerar ytan av ett klot i ena anden
mots 1 en punkt i andra dnden sa kommer stridckorna att vara lika 14nga. Detta betyder

att strickan P till P2 &r lika lang som strackan P till F2 och att strackan P till P1 ar lika

lang som striackan P till F1. Detta betyder att summan av strackorna P till F1 och P till

F2 ar lika 1ang som strackan P1 till P2. Striackan P1 till P2 &r lika lang oavsett var punkten P
ligger pé snittytans kant, detta betyder att summan av strackorna P till F1 och P till F2 &r lika

lang oavsett var punkten P ligger pa snittytans kant. Enligt var definition av en ellips betyder

detta att snittytan &r en ellips med punkterna F1 och F2 som bréannpunkter.

Tusi-par:

8 "



Ett annat sitt att skapa ellipser dr genom att anvénda ett tusi-par. Ett tusi-par bestar av en
storre cirkel och en mindre cirkel med hélften sa stor radie som rullar l&ngs den inre kanten
av den storre cirkeln. Under rotationen kommer alltid en och samma punkt av cirkeln gi upp
och ner for alltid. I bilden bredvid de grona och bléa prickar markera de grona och blaa
linjerna som blir ellipsens axlar. Linjen mellan punkterna ar
diametern av den lilla cirkel. Ta man en punkt pd diametern
eller lingre d4n diametern, s kommer dnden av denna linjen
skapa en ellips. Ju langre denna linjen ér, ju storre blir
ellipsen. Bilden bredvid visar detta tydligt och den visar ocksa
hur ett tusi-par och Archimedes trammel utgar frdn samma

princip for att skapa ellipser.

Slutsats:

Slutsatsen vi drog efter viran undersokning &r att en ellips &r en tvadimensionell form som
bade kan bli skapad och bevisad med hjilp av brannpunkter. Summan av distansen fran
brannpunkterna till vilken punkt som helst 1 ellipsen &r alltid konstant. En ellips kan skapas
ndr en kon skirs med ett vinklat plan, genom trddmetoden, med Archimedes trammel, med
ellipsens ekvation och med ett tusi-par. Till skillnad fran vad vi trodde fran borjan sé ar inte
en oval och en ellips samma sak. Vi har ocksé spenderat mycket tid och letat efter sétt att
skapa en ellips med vissa bdttre dn andra vilket har expanderat vdra kunskaper om ellipser

inte bara pa ett matematiskt sdtt men ocksé inom natur och kultur.
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Appendix 1

Utifran tradmetoden och var definition kan vi skapa olika formler. Vi sitter ut en mittpunkt i
ellipsen och kallar storaxeln for a och lillaxeln fér b. Vi kallar dven avstandet fran
mittpunkten till en av vara brannpunkter for c. Snorets ldngd kan delas in i tvd delar som vi

kallar for d1 och d2. Punkten som ‘pennan’ dr pa har koordinaten (x,))

/
(X,y) d1 a2

(0,0)

For att rdkna ut ldngden av snoret sd utgar vi

pennan
ihdgra  fran fallet nar (x,y) = (a,0), alltsd ndr pennan
n <——C ———>! d2 /hérnet (x y) (a ) p
~—C — <—a — E’éo) ar 1 hogra hornet. d1 dr i detta fallet c+a och
a,

d2 kommer vara a-c.
Eftersom snorets ldngd édr konstant kan vi
skriva formeln

dl +d2=(c+a) —(a—c) =2a

(0,b) Nu utgar fran fallet nér (x,y) = (0,b), alltsa nér
pennan dr i ovre hornen. Eftersom d1 och d2 &r lika

stora 1 detta fallet s& kommer

dl=d2==2=q

Det skapas en ritvinklig triangel med sidorna a, b

och c. Vi kan anvénda pythagoras sats for att fa

formeln C2 + b2 = a2
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Med hjélp av pythagoras sats far man dven avstaindsformeln som leder till ldingden d1 och d2

utifran koordinaterna (x,y).

) (x.y)

d1=(c-x)2+y2 d2=(c+x)2+y2

Eftersom vi vet att d1 + d2 = 2a sé kan vi skriva formeln:

\/(c—x)2+y2+\/(c+x)2+y2=2a

Koordinater (x,y) dr en godtycklig punkt pé ellipsens kant. Vi vill dock skriva formeln med

konstanterna a och b istillet for a och c. Den gar ocksa att forenkla mycket.

\/(c—x)2+y2+\/(c+x)2+y2=2a

\/(c - x)2 + y2 = 2a — \/(c + x)2 + y2 (kvadrera)

2
(c—x)2+y2=4a2—4a\/(c+x)2+y2+(c+x) +y2

2 2

& — 2ex + x =4a2—4a\/(c+x)2+y2+cz+20x+x

— 2cx =4d" - 4a\/(c + x)2 + y2 + 2cx

4a\/(c + x)2 + y2 = 4" + 4cx

a\/ (c + x)2 + y2 =a’ + cx (kvadrera)

az(c2 + 2cx + X+ yz) =a* + 2d°cx + X
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22 2 2 2 2 2 4 2 2 2
ac +2acx+ax +tay =a +2acx +cx
22 2 2 2 2 4 22
ac +tax +tay =a +cx flyttar runt termerna
2 2 2 2 2 2 .
ax —cx +tay =a-—-ac faktorisera

2 2

xz(a - cz) + azy2 = az(a — cz)

- : 2 2 2 . . 2 2 2
Tidigare skapade vi formelnc + b = a som vikan skrivaomsomb =a — ¢ .Nukan

vi byta alla (a2 — cz) mot b” och fir

b’ + a2y2 =a’b delar med a’b”

Denna formel &r ellipsens ekvation
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