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Inledning

Nar vi forst fick den har uppgiften sa hade vi ingen aning vad en ellips var och vi tyckte det
lat ganska trékigt. For att fa inblick 1 vad en ellips var sé arbetade vi och gjorde research
kring dess egenskaper och metoder for att skapa den. Metoden diar man anvander
brannpunkter och en konstant var litt for alla att forsta och kunde visas fysiskt. Nar vi hade
fatt en forstaelse for ellipsens egenskaper och lédrt kdnna nagra olika metoder satte vi oss ner
och bestdmde vilken information vi ville framfora i vart arbete. Vi bestdmde att vi forst ville
beskriva ellipsens kdnnetecken och egenskaper. Sen skulle vi beskriva olika metoder for att
skapa ellipser och gé ner pa djupet i tre olika metoder. Dér fick vi problem med att forsta
matematiken men alla delade med sig om det de sjalv forstod och vi tog hjilp av olika
externa experter inom omradet. Detta gjorde att vi fick en allmén fGrstéelse och kunde
forklara de olika metoderna i texten. De som hade svérare att forsta tilldelade vi uppgiften att
skriva om vilka anvéndningar ellipsen kan ha och vart vi hittar den i natur och kultur. Men
dér stotte vi pa ett problem da vi skrev for mycket. Darfor fick vi ta bort det innehallet till
forman for det mer matematiska innehéllet. Overlag har vi haft vildigt kul med uppgiften och
lart oss mycket av dess egenskaper. Vi har dven lyckats forstd matematiken som ligger
bakom.

Ellipsens Egenskaper

En ellips ér ett geometriskt objekt som forekommer i flera olika matematiska och fysikaliska
situationer. Exempel pa ellipser ar ovaler och cirklar, men en oval behover inte vara en ellips.
Definition: En regelbunden oval form dér summan av en punkt i formens avstand frén tva
andra givna punkter (brdnnpunkterna) dr konstant. En ellips kan dven definieras av resultatet
ndr en kon skérs av ett snett plan som inte skir basen, samt som en uttdnjning av en cirkel.
Briannpunkter: Tva punkter inuti en ellips dar summan av langden mellan ena brannpunkten
och punkt P pa ellipsens ytterkant och langden mellan andra brannpunkten och P alltid ar
konstant. Genom att bestimma denna konstant, samt brannpunkterna kan man rekonstruera
ellipsen exakt. Om dessa punkter dr placerade pd samma stélle dr ellipsen en cirkel.
Transversalaxeln: Den langa axeln i en ellips. Brinnpunkterna 4r placerade pa denna.
Transversalaxeln rakar dven vara lika lang som den konstanta strickan ndmnd ovan, mellan
brannpunkterna och P.

Konjugataxeln: Den korta axeln 1 en ellips, som dr vinkelrdt mot transversalaxeln.
Excentricitet: For att veta hur platt en ellips dr kan man anvinda dess excentricitet, e=c/a,
dér ¢ dr halva avstdndet mellan brannpunkterna och a ér halva transversalaxeln vilket dr den
langsta raka strickan frén ena sidan av ellipsen till den andra. Ju storre excentriciteten &r
desto plattare ar ellipsen.

Ekvation: Standardekvationen for en ellips lyder:
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Denna ekvation dr mest populédr d& den innehdller variabler som kan bestimma lingden pa
axlarna, excentriciteten samt ellipsens mittpunkt. Variablerna a och b bestimmer ellipsens
bredd respektive hdjd. Hojden blir 2a, medan bredden blir 2b. H och k bestimmer sedan
ellipsens mittpunkt (h,k). Ifall mittpunkten dr densamma som origo (h=0, k=0) s& hamnar
slutet av ellipsens transversalaxel pa a och -a, medan slutet av ellipsens konjugataxel hamnar
pa b och -b. Se dven “metoder for ellipser: Grafisk ritning” for en djupare forklaring av
ekvationen, samt en motivering till hur ekvationen fungerar enligt pythagoras sats.
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For en ellips skriven efter ekvationen (= + -bLz = 1, en ellips vars mittpunkt &r pa origo)
a

ligger brannpunkterna (s ldinge a = b) pa (c,0) och (-¢,0) dir ¢ =\ a’ — bz, detta enligt
pythagoras sats dé a, b och c bildar en rétvinklig triangel dér a ar hypotenusan, dé a, som
tidigare nimnt motsvarar halva transversalaxeln och dérfor dven &r halva summan av lingden
mellan brinnpunkterna och en punkt P. Om denna punkt P ligger pé ellipsens konjugataxel sa
ar strackorna mellan ena brannpunkten och P och andra brannpunkten och P lika langa, vilket
resulterar 1 att de blir sida a som stracker sig fran ena brannpunkten (slutet pd kant c) till P
(som ligger i slutet pa kant b, halva konjugataxeln).
Area och omkrets: Ellipsens area beridknas simpelt med formeln 1t - a - b, vilket liknar
formeln for cirkelns area men aterigen med r utbytt mot a och b, som motsvarar halva
transversalaxeln och halva konjugataxeln. Omkretsen &r klurigare, och kan inte berdknas med
nagra elementdra funktioner sa ldnge a och b inte ar lika med varandra. Somliga inte alltfor
svara formler kan ge en god approximation av omkretsen, men en odndlig potensserie krévs
for en exakt berdkning.
Superellipser:
En superellips dr en geometrisk form relaterad till ellipsen. Den &r en utvidgning av en ellips,
dédr man bytt ut tvdan i exponenterna mot en variabel. Ekvationen for en superellips lyder:
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Da dessa former som ekvationen skapar inte ingar inom begreppet ellips kommer vi inte att
dyka sérskilt djupt p4 omradet, men vi gor 4nda en kort genomgéng av dessa former. Det
forsta vi kan se redan i ekvationen ér att denna form ir en ellips dar man bytt ut tvaan i
variabeln mot n, en variabel, vilket tillater en att skapa utvidgade och kollapsade former av
ellipsen. Strecken som ersatt parenteserna i ekvationen var ett nytt koncept for oss, och det
tog ett tag att forstad dess mening. De betyder “absolut varde av” eller “antal fran 07, vilket
innebdr att ifall det inuti tecknet r negativt, s ignorerar vi det och sager att det ar positivt.
Detta ér inte nddvéndigt i ellipsens ekvation, dd ndgot upphojt till tva alltid blir positivt.
Formerna man kan uppna med denna ekvation &r:
Om 0>n>1 liknar formen en fyrhornad stjirna med konkava sidor.
Om 1>n>2 liknar formen en romb med nagot konvexa sidor.
Om n=2 &r formen en ellips
Om n>2 liknar formen en kvadrat med rundade horn (kvirkel)
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Metoder for ellipser
Metod 1. Brannpunkter och en konstant



Man kan anvénda tva brannpunkter, en penna och en trad for att rita en ellips. Denna metod
tar 1 bruk det faktum att striackan a+b &r konstant oavsett vart pa kanten C &r fixerad.

Man sitter tvd parallella punkter vilka bildar transversalaxeln, exempelvis spikar, pa ytan dér
man ska rita ellipsen. Dessa motsvarar brannpunkterna. Sedan tar
man en trad och knyter fast &ndarna i varsin spik. Denna traddens
langd representerar strickan a+b vilket 4&r den sammanlagda
striackan till brannpunkterna fran en punkt vid ellipsens kant. Strack
sedan trdden med hjdlp av en penna. Genom att med pennan halla
trdden strackt kan man rita halva ellipsen, och om man sedan

stracker traden pd samma sitt fast pd andra sidan av brannpunkterna
kan man rita klart ellipsen eftersom strickan a+b kommer forbli
konstant vilket uppfyller kriterierna for en ellips.

Metod 2. Genomskiirning av kon
Aven kallat kéigelsnitt. Nér en kon skiirs av ett plan med mindre lutning 4n konens sidor, och
planet inte skir konens botten bildas en perfekt ellips. Da en av definitionerna for en ellips ar
just denna metod, kommer vi bara att forklara hur denna metod ger samma resultat som
metoden ovan. Vi har en ellips som dr ett snitt ur en kon. Vi sitter sedan ett klot under
ellipsen och ett klot 6ver ellipsen. Kloten nuddar vid och &r tangent med (har samma lutning
som) ellipsen pé ett stdlle, medan de nuddar vid och &r tangent med konen vid varje punkt i
en cirkel (se bild). De tva punkter som kloten nuddar vid ar
ellipsens brannpunkter. Vi ritar sedan linjer frén brénnpunkterna till
en punkt pa ellipsen, P. Vi kallar dessa linjer L, och L,. Dessa linjer
nuddar nu vid kloten, men &r dven tangenter till kloten. Vi ritar nu
en linje fran tangentcirkeln vid 6vre klotet till tangentcirkeln vid
undre klotet som delas av punkt P (Se bild). vi kallar dessa linjer L;
och L,. Nér vi flyttar pa P nedat ldngs ellipsen blir L; ldngre och L,
kortare, men summan av L; och L, forblir densamma. Detsamma

géller for L, och L,, ldngden fran brannpunkterna som anvindes
1 metod 1. Det rakar faktiskt vara sa att L, och L; 4r samma
langd, medan L, och L, 4r samma ldngd, darfor ar dessa metoder
ekvivalenta.

Metod 3. Grafisk ritning

(ch Loy _]2()2 = 1 skapar en ellips niir den ritas

Ekvationen
a

grafiskt. (x;zh)z + U _I;)Z =1

b
For att forsta denna ekvation bittre kan vi studera den simplifierade ekvationen som anvénds.

for att skapa en cirkel, X+ y2 = 7°. En cirkel ir ett specialfall av en ellips dér a (halva
transversalaxeln) = b (halva konjugataxeln). Nar a och b &r lika med varandra behandlar man
dem som en ensam variabel, 1, radien, vilket tilldter oss att multiplicera bada leden med r’

-0’ +y-k)> 2
((x )rz(y ) e =

2. < . .
1 - r) Viantar sedan att h och k = 0, vilket ger ekvationen ovan.



Varfor bildar nu ekvationen en cirkel? Om man bestimmer en punkt pd cirkeln (x,y) sé bildar
X, y och r en ritvinklig triangel dir x och y &r kateter och r dr hypotenusan (se bild nedan).
(r = 1) Pythagoras sats visar nu att cirkeln r byggs av alla punkter
\ vars x-vérde i kvadrat adderat med y-vérde i kvadrat blirr 1
kvadrat, det vill sdga varje punkt vars x-virde, y-vérde och r bildar

Y4
f . en riatvinklig triangel. Detta betyder att formen som bildas utgors av
4 varje punkt som dr precis r fran cirkelns mittpunkt, dd x och y
* X" kommer att forhalla sig enligt ekvationen och pythagoras sats.
k‘/ Ellipsens ekvation dr som tidigare ndmnt cirkelns ekvation men
med tvé olika vérden istdllet for r, vilket tillater en att manipulera

lingden pd axlarna oberoende av varandra. Detta bildar en perfekt
ellips, d& den totala strackan fran brannpunkterna till punkt P i ellipsen kommer att forbli

konstant. Vi kan ocksa ndmna att en perfekt ellips som inte dr en cirkel 4r omojlig att rita med
endast passare och linjal, d& man skulle behova rita en kurva som varken &r en linje eller en
cirkelkurva.

Problem vi stott pa samt hur vi arbetat med dem

Det faktum att vi har jobbat med andra saker under tiden vi haft att skriva denna rapport har
bidragit till att den nedprioriterades och vi har dérfor behdvt anstrdnga oss extra mycket
under den sista tiden. Men vi har under de senaste tvd veckorna dnda lyckats skriva mer dn
vad kriterierna tilldt och behdvde darfor skala ner, och fokuserat véra tecken pa den rena
matematiken. Eskil Avelin 1 vér klass har varit sjuk mycket under tiden som vi arbetat med
rapporten, vilket har forsvarat arbetet da han har varit drivande 1 projektet. Han har 4nda
kunnat skriva och hjdlpa online, och vi har lyckats koordinera ihop arbetet anda. Vi har haft en
del problem med att forsta en del av matematiken bakom det hela, men vi har hjilpts at att
forklara for varandra och diskuterat tillsammans samt fétt hjélp av larare for att fa klarhet i
saken. Béde var ordinarie matteldrare Sara L66w och en gymnasielédrare i matematik har
hjélpt att forklara saker for oss. Eskil Avelin har dessutom édven talat med sina fordldrar samt
dldre syskon som &r utbildade inom matematik och han har pa sé sitt fatt en forstaelse som
han kunnat sprida kunskap till resten av oss.

Ett extra tack

Vi vill ge nagra extra tack till de ldrare och matematiker som hjélpt oss forstd uppgiften:
-Sara Loow, matteldrare pa UMK, som hjdlpt till administrativt

-Niklas Zetterling, specialmatteldrare pa Katedralskolan, som forklarat grafisk ritning for
0SS

-Jonas Avelin, tidigare Lektor inom och doktor inom funktionalanalys pd Uppsala
Universitet, som hjdlpt oss forsta ellipsens ekvationer pd ett djupare plan

-Helen Avelin, doktor inom kaosteori pa Uppsala Universitet, som gjort detsamma
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https://sv.wikipedia.org/wiki/Pluto
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