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Inledning

Vi kinde igen tetraedrarnas geometriska form och blev genast intresserade av uppgiften. Vi
delade in oss i grupper for att fa flera perspektiv pa uppgiften. Nagra utsags till projektledare
for att arbetet skulle gé framat pé ett effektivt sétt. I borjan av skrivandet gick det langsamt.

Efter ett tag larde vi oss hur vi skulle arbeta och vikten av att ta rast.

Vi anvinde Geomags som fanns i skolan och kom snabbt igdng. Det foddes manga kreativa
idéer om hur tetraedrarna var uppbyggda. Vi skapade flera bilder och tabeller med olika
16sningar som vi nu redovisar i denna rapport. Vi har bland annat anvint Geogebra for att

skapa bilder och underlitta arbetet.

Tetraedrarna dr uppbyggda av pinnar och kulor. Vi ska undersdka hur antalet pinnar och kulor
hinger ihop med figurens nummer samt hitta [0sningar for att berdkna antalet av dessa 1

vilken figur som helst.
Vi anvinder variablerna:
n: figurens nummer

b: antalet pinnar

a: antalet kulor



Pinnar
Metod Minitetraedrar

En tetraeder bestar av 4 foregdende tetraedrar, t.ex. figur 3 bestér av 4 stycken figur 2. Antalet

pinnar i en figur far vi genom att multiplicera antalet pinnar i den foregdende figuren med 4.
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Det roda dr den foregdende figuren. Det grona som tillkommer bestar av 3 réda figurer.

n b Produkt
1 6 649
2 24 6 - 41
3 96 6 - 42
4 384 643

Utifrén tabellen mérker vi att antalet multiplikationer med 4 som kréivs dr 1 férre 4n figurens

nummer enligt formeln:

b=6-4""1



Metod Pinnar i lager

Vi testar idén att dela upp antalet pinnar i vinklade och horisontella. I figur 1 finns det 3

vinklade och 3 horisontella pinnar.

Figur 1

Under varje ny figur laggs ett lager till som bestdr av 3 likadana tetraedrar. Det betyder att det
sitter 3 ganger s& méanga vinklade och horisontella pinnar i det nya lagret. I figur 2 finns det

12 vinklade och 12 horisontella pinnar.

Figur 2



I det 6vre lagret finns det 6 pinnar totalt och i det undre finns det 6 - 3 = 18 pinnar totalt. Se

nedanstaende bild.
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Figur 2

Bild pa tetraeder i lager.

Dessa pinnar skriver vi som:

3+ 3 + 9EEe

I figur 3 finns det 48 vinklade och 48 horisontella pinnar.

Figur 3



I det 6vre lagret finns det 24 pinnar och i det under finns det 72 pinnar. Se nedanstiende bild.

Figur 3

Vi visar antalet vinklade och horisontella pinnar i respektive férg i en tabell. Pinnarna ar

ocksa markerade om de dr i det 6vre eller undre lagret.

Vinklade Horisontella b
3 3 3+3=6
3+9 3+9 124+ 12 =24
3+9+9+27 3+9+9+27 48 + 48 + 96

3+9+9+27+
9+ 27+ 27+ 81

3+9+9+27+
9+ 27+ 27+ 81

192 + 192 = 384

Ex. figur 3

Vi tar antalet horisontella pinnar i det 6vre lagret. Det &r 3 och 9 pinnar. Vi multiplicerar det
med 3 fOr att 4 antalet horisontella pinnar i det undre lagret. Eftersom det dr lika manga
horisontella pinnar som vinklade multiplicerar vi detta med 2 for att fi det totala antalet

pinnar i figur 3.



2-(3+9+ 3- (379))

Sambandet skrivs som en rekursiv formel. I en rekursiv formel anvidnds vérden frén tidigare

figurer for att gora berékningar for den nya figuren.

b=2-(2 43 () = 4b,.,



Metod Diamanter

I tetraedrarna hittar vi diamanter som bestar av 12 pinnar. I figurerna nedan ar diamanterna
markerade blétt. Vi skapar figur 2 och ser att det finns en diamant i den. Vi bygger ut figur 2
till figur 3 genom att lagga till 3 stycken figur 2, da finns det 4 diamanter i figur 3. Det

betyder att antalet diamanter i nésta figur &r 4 ganger fler.
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n Antal pinnar i diamanter b

1 0 6

2 12-1=12-4°=12 24 =12-2

3 12-4=12-4' = 48 96 =48-2

4 12-16 =12-4% =192 384 =192-2

Vi studerar tabellen och mérker att diamanterna utgor hélften av alla pinnar i1 figuren. Utifran
det skapar vi en formel for antalet pinnar i figur #. Vi vill veta om det 4r samma formel som i
Minitetraedrar, men vi vet inte hur vi ska ta reda pa det. Anna lér oss potensreglerna och med

hjilp av dem forenklar vi formeln.
b=12:4""2%2.2=6-4"2-2-2=6-4""1

Det blir samma formel!



Metod Andel

Niér vi rédknar pinnarna pa de rddmarkerade kanterna bestimmer vi vilken andel de utgor av

det totala antalet pinnar i figuren.
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I figur 1 finns det 6 roda pinnar som utgor figurens totala antal pinnar.

I figur 2 finns det 12 réda pinnar och totalt 24 pinnar i figuren, dd dr andelen %

I figur 3 finns det 24 réda pinnar och totalt 96 pinnar i figuren, dd dr andelen i.

Antalet rdda pinnar dubbleras fran figur till nésta figur.
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n Rdda pinnar Andel roda pinnar b

1 6 1 6

2 6-2=12 1 12-2 =124
2

3 6-2% =24 1 24-22 =96
22

4 6-23 =48 1 48 - 23 = 384
23

n 6-2n"1 1 6-2n"1.2n"1
2n—-1

Vi lir oss mer om potensregler och forenklar formeln:

b=6:-2""1-2""1=6-(2-2)" 1 =6-4""
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Kulor

Metod Kontaktpunkter

Var forsta tanke kring kulor liknar Minitetraedrar. Vi tar antalet kulor i den foregédende
figuren och multiplicerar med 4 eftersom t.ex. figur 3 bestér av 4 stycken figur 2. Vi
subtraherar 6 kulor for nér vi bygger nésta figur finns det 6 stycken kontaktpunkter, som &r

hornen pa de 4 figurerna vi sitter ihop.

Figur 1 Figur 2 Figur 3

De roda kulorna dr kontaktpunkter, alltsa ddr tvd kulor mots och slds ihop” till en.

n Antal kulor i foregdende figur multiplicerat med 4 a
1 4
2 4-4=16 16 —-6=10
3 10-4 =40 40 -6 =34
4 34-4 =136 136 — 6 =130

Manga av oss tiankte pd detta sétt, men det ledde inte till nagot generellt samband.
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Metod Rekursiv

Vi gor en tabell och studerar antalet kulor. Utifran den ser vi ett intressant samband: antalet
kulor i en figur dr lika minga som summan av kulor och pinnar i foregaende figur, t.ex. 4

kulor och 6 pinnar frén figur 1 ger totalt 10 kulor i figur 2.

n a b
1 4 6
2 10=4+6 24
3 34 =10+ 24 96
4 130 =34+ 96 384

De rekursiva formlerna for sambandet:
an = an—l + bn—l

bn = 4bn—1
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Metod Kulor i lager

Idén fods att vi kan se pé kulorna i lager. I figur 1 finns tvé lager: 1 kula pa toppen och 3 kulor

i botten. I figur 2 finns det tre lager: 1 kula pé toppen, 3 kulor pé andra lagret och 6 kulor i

A

Ve A\

botten. Nu studsar alla till, har vi hittat triangeltal?!

Y-\

Figur 1 Figur 2 Figur 3

>

Dessa heliga tal har Anna trénat oss att leta efter linge. Vi &r numera alltid dppna for att soka
efter triangeltal i1 alla monster vi ser. Det var spdnnande ett tag, men efter att vi byggt figur 3
dor vér gladje. Det visar sig att vart triangeltalsfynd &r en 16gn. Det fjérde lagret i figur 3 har

nidmligen bara 9 kulor, i stéllet for 10 som &r det 4:e triangeltalet.

n Antal lager Antal kulor/lager
1 2 4=1+3

2 3 10=1+3+6

3 5 34=1+34+6+9+15

14



Vi fortsétter att anvanda lageridén som utgdngspunkt och hittar ett antal samband:

e Antalet kulor 1 varje lager ingar i1 3:ans multiplikationstabell (férutom 1, som &r
kulan pa toppen).
e Antal lager som tillkommer till en figur dr ett mindre &n antalet lager i den

foregaende figuren.

Vi viljer att inte utveckla dessa samband da vi vill fokusera pa triangeltal. Istéllet fyller vi

med var fantasi i halrummen i mitten som bildas i alla figurer frdn och med figur 3.
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Figur 3

Pa bilden har vi lagt till en kula i mitten, vilket bildar triangeltal nér denna adderas till lagret.

For att kunna avsluta denna metod behdver vi hitta ett samband mellan lagrets nummer och

hur manga kulor som i teorin ska ldggas till i varje lagers halrum for att bilda triangeltal.

Tyvirr racker inte var kunskap eller var tid till att slutféra denna metod. Vi vill é&nda redovisa

det vi har kommit fram till.
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Metod Skillnader

Vi undersoker hur manga fler pinnar det finns &n kulor:

n a b b—a

1 4 6 2=41-2

2 10 24 14 =42-2
3 34 96 62 =43%3-2
4 130 384 254 =4* -2

Vi mérker att skillnaden mellan antalet pinnar och antalet kulor &r:

4" — 2

Ovanstdende utryck tillsammans med uttrycket for antalet pinnar fran Minitetraedrar
6 - 41

ger formeln for antalet kulor i figuren:

a=6'4”‘1—(4”—2)=6-4”‘1—4"+2=1,5-4"—4"+2=%+2

Formeln &r en sluten formel som vi kan anvinda for att berdkna antalet kulor 1 vilken figur

som helst utan att berdkna antalet kulor i foregaende figurer.

Vi dr inte helt sékra pd att formeln stéimmer s vi anvander Geogebra for att kontrollera den.
Vi skapar en tabell med figurens nummer och antalet kulor i Geogebra. Sedan infogar vi
punkterna i koordinatsystemet och skriver in formeln i inmatningsfaltet. Grafen gir igenom

alla punkter vilket visar att formeln stimmer.
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€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arkiv Redigera Visa Installningar Verklyg Fonster Hjalp

DR Sifol =) PANIEIES

» Algebrafonster X| | v Ritomrade X | ¥ Kalkylblad X
Funktion ACY KlF «|BEE S @
2~
® f(x) = +2 A 8 [ ¢
Lista 140 i 1 4 S
® 11={(1,4),(2,10), (3, 34), (4,130)} 2 2 10
Punkt
4
® A=(1,4) 13| 3 3
® B=(2,10) 120 4 4 130
® C=(3,34) 5
® D=(4,130) o |
=
100 =
8
9
10
80 = 4q
12
13
80 14
15
16
40 17
18
19
20 20
21
22
23
3 2 1 o 1 2 3 4 5 5 24 v
< >
Inmatningsfalt s

Resultatet bekriftade formeln, den fungerar! Vi blir riktigt glada 6ver detta, och séttet grafen
drastiskt drog i vdg efter figur 3 dr 6verraskande. Vi vet att hur mdnga Geomags vi én har
kopt s dr det inte tillrackligt for att bygga figur 4, speciellt inte figur 5, men vi var
fortfarande inte beredda pa hur grafen skulle se ut. Anna berittar att detta samband ér ett

exponentiellt samband.

Efter allt slit med att hitta en fungerande formel som inte &r rekursiv blir vi littade eftersom vi

antligen har lyckats!
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Jamforelse och reflektion

Jamforelse — Pinnar
Vi anvinder 4 metoder:

o | Minitetraedrar rdknar vi hur manga sma tetraedrar figuren bestar av.
e | Pinnar i lager rédknar vi de horisontella och de vinklade pinnarna.
o I Diamanter studerar vi antalet diamanter i varje figur.

o [ Andel réknar vi hur stor andel pinnarna pd kanterna utgor.

Minitetraedrar och Pinnar i lager kan liknas dé foregdende figur anvinds for att berdkna
nésta. Olikheten ar att vi 1 Minitetraedrar tanker att en figur bestar av 4 stycken foregédende
figurer, i1 Pinnar i lager tinker vi att vi redan har en och att det tillkommer 3 figurer.

Metoderna ar lika och Pinnar i lager kan ses som en omvég till Minitetraedrar.

Diamanter och Andel liknar varandra till tankeséttet. Vi bestdimmer hur stor andel en del av

figuren utgor. Skillnaden dr att vi delar in figurerna pa olika sétt.

En likhet mellan alla metoder &r att en andel av figuren bestdms for att berdkna hur ménga de
ovriga pinnarna ar. [ Pinnar i lager och Andel varierar andelen i storlek som beror pa figurens

nummer. | Minitetraedrar och Diamanter ar delarnas storlekar konstanta.

Den enklaste metoden ar Minitetraedrar. Med det menar vi att formeln till sambandet var

enklast att hitta och forsta da den inte krdver manga steg.
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Jamforelse — Kulor
Vi anvinder 4 metoder:

o | Kontaktpunkter tar vi bort kulor fran kontaktpunkterna nér vi bygger nésta figur.
o [ Rekursiv adderar vi antalet pinnar och kulor fran foregdende figur.
e Kulor i lager gar ut pa att hitta triangeltal.

o [ Skillnader undersoker vi skillnaden mellan antalet kulor och pinnar.

I bade Rekursiv och Skillnader anvénder vi antalet pinnar for att berdkna antalet kulor. I
Rekursiv anvénds antalet pinnar frén foregdende figur, medan i1 Skillnader beréknas
differensen mellan antalet pinnar och kulor. En till olikhet &r att Rekursiv dr ett rekursivt
tankesitt och Skillnader ger en sluten formel. Aven Kontaktpunkter ir en rekursiv metod, men

till skillnad frdn de andra anvéinds bara kulorna i foregaende figur.

Kulor i lager skiljer sig pa flera sitt frin de andra metoderna. For det forsta, beror det pé att vi

inte hittade ndgot samband och for det andra, beror det pa att man maste anvénda sin fantasi.

Den metod som vi tycker &r enklast att forsta dr Rekursiv, eftersom man snabbt kan ridkna ut
antalet kulor om man vet antalet kulor samt pinnar i foregadende figur. Dédremot dr Skillnader

mer effektiv da man kan rikna ut antalet kulor utan att behdva veta ndgot om tidigare figurer.
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Sammanfattning

Anda sedan sjitte klass har var ldrare Anna uppmuntrat och triinat oss infér Sigma8 som om

det vore OS. Niér vi till slut fick delta i tdvlingen, forstod vi Annas entusiasm.

Uppgiften vi fick var utmanande och intressant vilket drev oss att jobba hart. I borjan jobbade
vi med tetraedrar i mindre grupper for att fa olika perspektiv. Nir grunden for projektet var
lagd fordjupade vi oss mer 1 figuren och dess samband. Vi fick ett virdefullt besok av
matematikern Johan Thorbjérnson frdn KTH. Han inspirerade och ldrde oss om fraktaler och

rekursiva formler.

Efter manga tidiga morgnar, pizzaluncher och sena kvillar har vi hittat flera funktionella
16sningar, som alla har sina for- och nackdelar. Anna och Johan har hjélpt oss att se problemet
inte bara som en geometrisk figur utan ocksa som en del av ndgot storre. Genom att bolla
tankar och idéer har vi utvecklat vara matematiska kunskaper, sérskilt inom algebra. Vi har
dven utvecklat var samarbetsforméga och insett att projektarbete inte nédvandigtvis innebar
att alla ska jobba med en och samma sak. Ju fler som behdvde komma 6verens, desto ldngre

tid tog det. Hur som helst har alla bidragit och resultatet var modan virt.
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